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Polynémes I

[DEGRE, COEFFICIENTS]

n

Exercice 1. Soient n € N* et P : 2 — Zakxk € R[z] avec a,, € R*. Déterminer les coefficients puis le degré de
k=0

Q:z— Plx+a)— P(x) ot a € R*.

Exercice 2. Montrer que : Vn € N\ {0}, Vz € R, Z (Z) 3F(1 — z)3n 2Rk = (1 — 23"
k=0

Exercice 3. Soit (P,)nen la suite de polynomes définie pour tout réel  par :
Py(x)=1 Pi(z)=xet Vn €N, Pyyo(z) =22P,41(z) + P,(2)

1. Calculer P, et Pj.
2. Quel est le degré de P, 7 son coefficient dominant ?

3. Montrer que : Vn € N, Vo € R, P,(—z) = (—1)"P,(x).
En déduire la parité de P,.

4. Calculer P,(1) et P,(—1).

[DIVISION EUCLIDIENNE, DIVISIBILTE, RACINES]

Exercice 4. Dans chacun des cas suivants, déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.
1. A zr—da® -2 + 2> —2? —z—letB:xr— 23 —2+1
2. Avovr—a® — 2B 422 —Tet Brovr— 2 42942541
3. Acar—a"+a2" 1 +a+let Biar— (z—-1)2 (n>2)

Exercice 5. Dans chacun des cas suivants, quel est le reste de la division euclidienne de A par B 7
LAz (-2 +(x—-1)"-2et B:z+— (z—1)(z+1) (neN\{0})
2. Atz —az"™ +ba"+1let B:zv— (z—1)% (ne N\ {0})

Exercice 6. Montrer que :
1. 2% — 3z + 2 divise (z —2)*" + (z — 1)" — 1 (n € N*).
2. 2% + z divise (x + 1)*" Tt — 22"+ — 1 (p € N).

Exercice 7. Déterminer tous les polynomes P € Rs[z] unitaires dont les divisions euclidiennes par « 4+ 1, par = — 1 et
par x — 2 ont pour reste 3.

Exercice 8. Soit n € N\ {0,1}. On pose P : 2 — (z —2)*" + (z — 1)" — 1.
1. Montrer que x? — 3x + 2 divise P.

n—1
2. Montrer que, pour tout a € R et tout A € R[z], on a A(z)" — a™ = (A(x) — «) Z Q"R A ()
k=0

3. En se servant de la formule établie & la question précédente, déterminer le quotient de la division euclidienne de
P par x — 2.

4. En déduire le quotient de la division euclidienne de P par 22 — 3z + 2.
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[FACTORISATIONJ

Exercice 9. Factoriser P : z — 23 — 8.

Exercice 10. Factoriser P : x — 323 + 822 + 3z — 2.

Exercice 11. Factoriser P : z — 2* — 52 4+ 722 — 3z. En déduire le signe de P(x) pour tout réel .
Exercice 12. Factoriser P : x — 2% — 223 — 1322 + 142 + 24.

Exercice 13. Factoriser P : x — 2% + 16.

Exercice 14. Factoriser P : x — 2* — 522 + 4. En déduire le signe de P(z) pour tout réel .
Exercice 15. Factoriser P : x — % + 2% + 1.

Exercice 16. Factoriser P : z — 2% + 22% + 222 4 1. En déduire le signe de P(z) pour tout réel x.

Exercice 17. Soit P : 2 — z* — 323 + 422 — 3z + 1.

1 P(x
1. Soit x € R*. On pose t = x + —. Exprimer —= sous la forme d’un polynoéme de degré 2 en ¢.

T x
2. Factoriser ce polyndéme en ¢ puis factoriser P.

3. Déterminer le signe de P(z) pour tout réel .

{DETERMINATIONS D’ENSEMBLES DE POLYNOMESJ

Exercice 18. Soit P € R[z] telle que : Vz € R, P(z + 1) = P(x).
Montrer que @Q : x — P(x) — P(0) est égal & Og[,]. En déduire que P est une fonction polynéme constante.

Exercice 19.

1. Soit une fonction polynéme P € R[x] non nulle vérifiant : Vo € R, (22 4+ 1)P(z) = P(2?). Que dire du degré de
P?

2. En déduire toutes les fonctions polynomes P € R[z] vérifiant : Vo € R, (22 + 1)P(x) = P(x?).

Exercice 20.

1. Soit une fonction polynéme P € R[z] non constante vérifiant : Vo € R, P(x) = 2P’(x). Quel est le terme dominant
de x — zP'(z) ? Que déduire du degré de P?

2. En déduire toutes les focntions polynomes P € R[z] vérifiant : Vo € R, P(z) = zP'(z).

Exercice 21. Polynéomes de Tchebychev

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un unique polynéme 7,, € R[z]| tel que
VO € R, cos(nf) = T, (cosb) (7)

Montrer que : Vn € N, Vo € R, T,,12(z) = 22T 11 (x) — Ty ().

Déterminer le degré et le coefficient dominant de T;, pour tout entier naturel n.
Etudier la parité de T, pour tout entier naturel n.

Soit n € N*.

(a) A laide de la relation (.7), déterminer les racines réelles de T,, qui appartiennent a [—1,1].

A o

(b) En déduire la factorisation de T, en produits de facteurs irréductibles dans R[z].
(¢) En déduire que

_

n—1 —1 g

H cos ((2k + 1)77) — (1) si n est pair
2n 2n- .

k=0 0 sinon
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