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Fonctions numériques réelles'
2 T

Exercice 1. On considére la fonction f définie sur R\ {—1} par f(x) = z ii
x

pour tout z € R\ {—1}. On note I’

la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé.
Montrer que la courbe I' admet en —oco une asymptote oblique.

Exercice 2. Montrer que la fonction R — R  est croissante.

Exercice 3. Soit f : R — R une fonction croissante telle que f o f = idg. Montrer que f = idg.
Exercice 4. Montrer qu'une fonction décroissante f de [a,b] dans [a,b] admet au plus un point fixe dans [a, b].
Exercice 5. Soit f : R — R une fonction vérifiant

Vo ER, f(r) <z et V(zy) €RY flz+y) < fx)+ fy)

1. Montrer que f(0) = 0.
2. Montrer que f est impaire.
3. En déduire que f = idg.

Exercice 6. Soient f et g deux fonctions réelles bornées définies sur une partie non vide D de R.
Montrer que : sup |f + g| < sup|f| + sup |g|. Y-a-t-il égalité ?
D D D

(CALCULS DE LIMITES |

Exercice 7. Calculer les limites suivantes :
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Exercice 8. Calculer les limites suivantes :
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Exercice 9. Calculer les limites suivantes :
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Exercice 10. Calculer les limites suivantes :
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Exercice 11. Les limites suivantes existent-elles ?
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{ETUDE DE LA CONTINUITE}

Exercice 12. Est-il possible de prolonger par continuité les fonctions suivantes en xg ?

1 2 —4 1
1.m0:§, f:x%% 3. g =0, f:chos(x)
4 =0 : 2 !
2. z0=1, f:zr—In(yz—1)—In(z—1) - xo=0, f:xr—a”cos z

Exercice 13. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

1.f:x»—>{x+1 six <2 2.h:x|—>LmJ+(x_LxJ)2

22—1 siz>2

Exercice 14. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

N

g :x+— cos(In|z|) In(1 + )

1. f:x'—>($21)sm<x_1> 3. iz —> |z]sin(mz)

[FONCTIONS CONTINUES SUR UN INTERVALLE]

Exercice 15. Soit f : R — R une fonction continue décroissante. Montrer que f a un unique point fixe.

1
Exercice 16. Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer qu’il existe « € {0, 2] tel que
1
f<a+2> = f(a).
Exercice 17.

1. Soit f : [0, +00[— R une fonction continue vérifiant liT f(x) = £ € R. Montrer que f est bornée.
Tr—r+00

2. Soit f : R — R une fonction continue vérifiant lim f(z) =¢ € Ret lir}rl f(z) = ¢ € R. Montrer que f est
Tr—r—00 T—r+00

bornée.

Exercice 18. Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle 1. Montrer que les fonctions
sup(f,g) : & — sup(f(z), g(z))

nf(f,g) : @ — nf(f(2), g(x))

sont continues sur 1.

EQUATIONS

2cosz + zsinz + 1 = 0 admet au moins une solution sur R.

Exercice 19. Montrer que I’équation x

. . . . . m
Exercice 20. Montrer que 1’équation cosz — 22 4+ 1 = 0 admet une unique solution sur [07 5}
x

+1
[FONCTION RECIPROQUEJ
Exercice 21. Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = 1 f‘ | est bijective de R dans un sous-ensemble de
x

R & préciser. On déterminera ensuite la bijection réciproque.

Exercice 22. On considére la fonction f: R — R
r — 2¥+2-8
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1. Montrer que f est bijective.

2. Combien I'équation 2f(z) + 3f~!(z) = 10 a-t-elle de solutions dans R ? La résoudre ensuite.

Exercice 23. Soit f une fonction définie sur R, continue en 0 et vérifiant f(2x) = f(x) pour tout réel x.

1. Montrer que : Vz € R, Vn € N, f(z) = f(z%)
2. En déduire que f est constante.

Exercice 24. Soit f une fonction définie sur un intervalle I, continue sur I et vérifiant : Vo € I, f(z)? = f(z).
Montrer que f est constante.

{SUITES DEFINIES IMPLICITEMENT}

Exercice 25. Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction f,, définie sur [0, +oo[ par

In (2241
Vo € [0, +oo[, fo(r)=22—2+ %
Démontrer que ’équation f,(z) = 0 admet une unique solution «, sur [0, +o0].
Justifier que, pour tout entier naturel n > 1, on a 0 < o, < 1.

Montrer que fp,(an+1) > 0 pour tout n € N*. En déduire la monotonie de la suite (o).

> W

Montrer qu’elle est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 26.

1. Pour tout entier n > 3, montrer que équation e” = 2™ posséde une unique solution dans [0, n], que I'on note z,.
(Indication : considérer f, : x +— x™e™® —1.)

2. Déterminer le signe de f,,+1(x,) pour tout n > 3.

3. Montrer que la suite (z,,)n>3 est convergente et déterminer sa limite.
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