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Dérivation I

Exercice 1. Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes aprés avoir précisé ’ensemble de dérivabilité.

1. frzr— (4—32)° 21. frar— (22 4+ 4)e 2"
2. fro— (' —2®+1)° 22. fia— 2z 4 1) F3oH1
3. frx— 22 -1)2(4—-32)3 s
23. fixr— —
1 x
4 :
f 1”—>(4—5;v)3 A
. 24, fixr—ex—2
SRAE (gx_éll)“ x
(2z—4) 25. f:mr—>62xil
p— 3 -
6. f:x (433273)
3% +1 26. f:xr—In(Bx+1)
_ 93
7 f:xMi(gz 2)2
(1—-4z) 27. frzr— (z—1)In(2 — z)

28. f: x> In(z?)

29. fraxr—In(@®+x+1)

z+1
10. f:z+—>
-1 30. f:zr+—In(v/b—4x)
11. f:z+— (1 +sin(2x))3 1
—x
1. f: 1
3l. fraxr— n(3_2x)

12. f:xz+— cos*(3x)sin®(2x)
32. f:z+— In(In(z))

13. f:x+— /2 +sin(x)

33. f:z+—In(sinx)

14. f:2+—> tan®(z + g)

34. f:xzr—— In(e” +2
15. frxr— a3 4+ed—e” / ( )

. 3x
16. [ o dge® 35. f:xr—In(e’® +2)

e +1

17. f:ix—2e3% 4722 36. f::vr—>ln(ex_1)

18 fia—s S J‘rf 37. fizr (@ —1)(2In(e — 1) +5)
efE

19. f: ol —e” 38 im0

ff%m : . 52z _ 1

20. f:m}—>e<12) 39. frxr—x37°"

Exercice 2. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes au point indiqué (aprés avoir prolongé par continuité si
nécessaire).

1. frxr— x|z|en 0 ver+1-—1
2. froxr——a?—|z[en0 AR x en 0
1
. P + 1
3. fror—zren 6.f:a:»—>sin(a:)sin(x> en 0
S f i 1
4. f:x—|sinz|en 0 7.f:a:»—>x1n1+; en 0
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Exercice 3. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer la fonction dérivée.

1+ |z

©

1. frx— e ®Inz 6. f:x+—— |z —3|+|3z—2]

2. fixr—a® 7. f x> cos/x

3. f i@ e v maty/14(ne)? 8. f:zr—In(Inz)

4 fra— 5 . x("sin<1> siz>0 .
Cfrxe— x (@ € RY)

5. f:x— xe 7l 0 siz=0

Exercice 4. Soit f : I — R une fonction dérivable. Montrer que |f| est dérivable en tout point de I ou f ne s’annule
pas et exprimer sa dérivée.

e —1 siz>0

Exercice 5. Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére €' de la fonction f : 2 — { 0 Sz<0

I siz>0

Exercice 6. Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére €' de la fonction f : z . .
z+1 siz<0

Exercice 7. Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére €' de la fonction f : z — el®l.

[EQUATIONS FONCTIONNELLES]

Exercice 8. Soit f une fonction définie sur R, dérivable en 0 et telle que f(2x) = 2f(x) pour tout réel z.
1. Montrer que f(0) = 0.

2. Montrer que : Vo € R, Vn € N, f(z) =2"f (%)

3. En déduire que : I € R, Vx € R, f(z) = Az

Exercice 9. Soit f : R — R dérivable telle que : V(z,y) € R?, f(z +y) = f(x) + f(y).
1. Montrer que f(0) = 0.
2. Montrer que : ¥(z,y) € R?, f'(z +y) = f'(z)

3. En déduire que f est une fonction linéaire.

[FONCTION RECIPROQUE]

1
Exercice 10. Soit f la fonction définie sur [e, +oo[ par f(x) = =2
x

Moutrer que f est bijective de [e, +00[ dans un sous-ensemble de R & préciser puis étudier la dérivabilité de la fonction
réciproque g. Exprimer alors ¢’ en fonction de g sans logarithme népérien.

[THEOREME DE ROLLE ET THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINISJ

Exercice 11. Soient n > 2 et f : R — R une fonction dérivable sur R s’annulant en n points distincts. Montrer que
f' s’annule au moins n — 1 fois.

Exercice 12. Soit f : [a, +0o[— R (a > 0) continue sur [a, +00], dérivable sur Ja, +o0[ et telle que hrﬂ f(z) = f(a).
T—>+00

Montrer qu'’il existe ¢ €]a, +o00] tel que f/(c) = 0.
(Indication : on pourra étudier g définie sur [0,1/a] par g(0) = f(a) et g(x) = f(1/x) pour tout x €]0,1/a].)

Exercice 13. Soient a > 0 et f : [0,a] — R une fonction dérivable telle que

f(0)=f(a)=0 et f/(0)=0
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f(z)

1. On considére la fonction g définie sur |0, a] par g(xz) = ——= pour tout z €]0, a.
T
(a) Montrer que la fonction g se prolonge par continuité en 0. On note encore g ce prolongement.

(b) Montrer que la dérivée de g s’annule sur ]0, a.

2. En déduire qu’il existe un point autre que l'origine en lequel la tangente a la courbe de f passe par origine.

Exercice 14. Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle [a, b] et dérivables sur |a, b].

1. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c).
(Ind. : penser & la fonction ¢ : & — (f(b) — f(a))g(z) — (g(b) — g(a)) f(z).)

I
2. Soit @ €]a, b]. On suppose que g’ ne s’annule pas sur Ja, a[U]a, b[, que f(a) = g(a) = 0 et que li_I>n ch/ézi =reR.
Montrer que lim @ =/.
z—a g(x)

1 1
Exercice 15. Montrer : Vo € RY, oo <In(x+1)—In(z) < —.
T x

1 1
Exercice 16. A 'aide du théoréme des accroissements finis, déterminer lirf ((ac +1)er+l — gew )
T—r+00

Exercice 17. Soit f une fonction de classe € sur [0, 1] vérifiant £(0) = 0.

On définit la suite (un)nem o} PAr
- k

1. A l’aide de I'inégalité des accroissements finis, montrer que

i (3 s e ()3
k

1 1
e [(),E =1 e [O,;] k=1

pour tout entier naturel n non nul.

2. Conclure quant a la convergence de la suite (un),em f0}-

[ETUDES DES VARIATIONS D’UNE FONCTION}

Exercice 18.

vV 1
1. Etudier les variations de la fonction f définie par f(z) = vt sur [—1, +oo].
eflj

2. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction tanof.

Exercice 19. On considére la fonction f: [0,1] — R .
x — xV1-—2a?

Expliquer pourquoi f admet un maximum et un minimum sur [0, 1]. Les déterminer.

(LA FONCTION ARCTANGENTE |

Exercice 20. Calculer

1. tan( Arctan (x)), pour tout = € R.

2. Arctan (tan (—7;))

Exercice 21.
1. Montrer que : Vo € R, cos( Arctan (z)) = \/1 — sin?( Arctan ().

2. Montrer que : Vo € R, sin( Arctan (x)) = x cos( Arctan (z)).
1 x

Wi et sin( Arctan (z)) = Niewd

3. En déduire : Vo € R, cos( Arctan (z))

3/4



H. FaBBRO - Lycée Masséna (Nice) ECG1lappro 821 - 2024-2025

Exercice 22.

Arctan (z
1. Montrer que lim 7() =
z—0 x

Arctan (z) siz >0
e’ —1 siz <0

2. Soit la fonction f: R — R définie par : Vx € R, f(z) = { . Est-elle de classe C* sur R?

1
Exercice 23. Simplifier Arctan (z) + Arctan (), pour tout x € R*.
x

Exercice 24.

1. Montrer : Vk € N, Arctan (k + 1) — Arctan (k) = Arctan (1—|—k+k2>

n 1
2. Etudier la limite de la suite (S,,) de terme général S,, = ,;) Arctan Pkl

[SUITES VERIFIANT UNE RELATION DE RECURRENCE DE LA FORME Uy 41 = f(un)]

Ug = 0
VYneN, up,r1 =In(3+wu,) ’

1. Dresser le tableau de variation de la fonction f : z — In(3 + z).

Exercice 25. On considére la suite (u,)nen définie par {

2. Posons g : x — f(x) — x. Montrer qu’il existe un unique réel o € [0, +oo| vérifiant g(a) = 0 et déterminer le
signe de la fonction g sur [0, +ool.

3. Montrer que 0 < u,, < « pour tout n € N.

4. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 26. On considére la fonction f: R, — R et la suite (uy)nen définie par
1
T +r
2+«
>0 t VneN L
Uy = e n U =
0 9 n+1 2 T u,

1. Montrer que u,, existe et u,, > 0 pour tout n € N.
2. Résoudre dans Ry I'équation f(z) = z.

1
3. A laide de l'inégalité des accroissements finis, montrer que : Vn € N, |u,11 — (=14 ﬂ)‘ < 1/t~ (—1+2)

1 n
4. En déduire : Vn € N, |u, — (=1 + \/?)‘ < (4) ‘uo —(-1+ \/i)‘

5. Conclure quant a la convergence de la suite (uy,)nen.

e.’E

x4+ 2

Exercice 27. Soit g la fonction définie sur RT par g(z) =

1. Montrer que g([0,1]) C [0, 1].

2. Soit h la fonction définie sur |0,1] par : Vz €]0,1], h(x) = M
x
(a) Montrer qu'il existe un unique « €]0, 1] tel que h(a) = 1.
(b) En déduire qu’il existe un unique « € [0, 1] tel que e+ 5 =@
a

Soit (un)nen la suite définie par ug =0 et : Vn € N, uyy1 = g(un).

3. Montrer que 0 < u,, < 1 pour tout n € N.

2
4. A Taide de l'inégalité des accroissements finis, montrer que : Vn € N, |up41 — af < §|un —al.

2 n
5. En déduire que : Vn € N, |u,, — o] < (3> .

6. Conclure quant a la convergence de la suite (up,)nen-
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