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Intégration sur un segment'

[PROPRIETES DE L’INTEGRALE}

Exercice 1. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b], avec a < b.

b
Montrer qu’il existe ¢ € [a,b], f(c) = ﬁ/ f(x)de.

1
1
Exercice 2. Soit f € C°([0,1],R) telle que / f)ydt = 7 Montrer, par I'absurde, que f admet un point fixe dans [0, 1].
0
(Indication : penser a t — f(t) —t.)

Exercice 3. Soit f une fonction continue sur [a,b] avec a < b.
b b
[ swal= [

b
Exercice 4. Soient (a,b) € R? tel que a < b et P € R[z]. On suppose que / tkP(t) dt = 0 pour tout k € N.

a

A quelle condition nécessaire et suffisante sur f a-t-on

b
1. Montrer que/ P(t)*dt = 0.

2. Qu’en déduire du polynéme P ?

Exercice 5. Soient a et b deux réels avec a < b, f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b].

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz.
b
(a) Montrer que la fonction définie sur R par P(z) = / (xf(t) + g(t))? dt est une fonction polynome en x.

a

(b) Déterminer le signe de P(z) et montrer que

([r) <([#)([7)

(c) Montrer que, si f et g sont continues sur [a, b], alors on a égalité dans (f) si et seulement si f et g sont proportionnelles.
2. Inégalité de Minkowsks.
(a) Déduire de I'inégalité () de Cauchy-Schwarz que

(/ab(f+9)2)1/2 < </abf2>1/2 + (/:g2>1/2 (#)

(b) Montrer que, si f et g sont continues sur [a, b, alors on a égalité dans () si et seulement si f et g sont proportionnelles
avec un coefficient de proportionnalité dans RT.

[CALCULS DE PRIMITIVES ET D’INTEGRALESJ

Exercice 6. Donner une primitive des fonctions suivantes sur les intervalles demandés :

T 1 1
1. f(x):WsurR 2. f(x):2x5—x3+ﬁ+5+3surRi
3. f(x) = 3wsin(2?) sur R

Exercice 7. Donner une primitive des fonctions suivantes (on précisera le domaine de validité de ces primitives) :

1 —a? COS T 3
L f(z)= @z —1)p 4. f(z) = 3we™" ! 8. f(z) =3°"Tsinx
5. f(z) =sinbzx 9
10z + 3 1 9. fla)= L ToHl
. = 6. )= ——— ’ 211
210 = gm a1 @)= s 2
1+ tan? 2? +
3. f(x) = sinx cos® = 7. f(x):ﬁ 10. f(z) = RO

Exercice 8. Calculer les intégrales suivantes :
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[y

o

o

Exercice 9. Intégration par parties.

1. Calculer les intégrales suivantes :

Exercice 10. Changement de variable.

1.

1 1 1

. 4+ — ) at

/_1<t—3+t+3>

5

_t g

. t—3

3t
. tint

/4 t
/ s1n3 at
0 cos® t

°lInt
/ Int
.t

/2(1 —t—1)at

(a) /lzlnt i

s

(b) /2 zsinz dx
0

2

(c) / e “dx
1

(d) /1x21nxda:

e

(©) /0 "o et

1+sinx

W [t
o B2Ht+1

1
t+1
by [ T
() /0 2rt+1

2 dg x
(c) /0 1+sinzx ( an

In2
Calculer / dz a l'aide du changement de variable t = e*.
0

621+1

(Ind. : il pourra étre utile de déterminer des réels a, b et ¢ tels que Vt € R*,

1+tanx

(Ind. : il pourra étre utile de déterminer des réels a, b et c tels que Vt € R\ {—1},

Calculer les intégrales suivantes :

V2 1
7. t+ 1|+ ——
/0 (H T

In3 eft
8. 1—— | d¢
~/1n2 ( 1 +eit)

2

9./ [t? — 1| dt
—2
/4

10./ coS3T 4
x/6 Sin3z

—2
2

11. / —sdx
ooz

1
() / t%e’ dt
0

(g) /fw 2? cos(3z) dx

2

(h) /2 e’sinzdx
0

1
(1) / arctantdt
0

1
On pose I,, = / t"e’ dt. Trouver une relation de récurrence entre In et Ings.
0

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
x> In(z + 2) sur | — 2, +o0]

x —> z2sinx sur R

Soit (e, a) € R x R*. Déterminer une primitive de f(z) = e*” cosax.

@ [

0

12./ 24
v3ri—4
/4

13./ tan x dx

0
8

14. Yz dx
1

15. / cos* tdt
0
! 1

16. / tinf (7,t> dt
0 2

17. /7r |cos(t) + inf(¢,1)] dt

0 [ mseya

(k) /1tln(1+t2)dt

1) /1 In(z + 1) du

x2

(m) /01 In(t ++/t2+1)dt

/2 cos
Calculer / k. P par deux méthodes : avec t = sinx et sans changement de variable.
0

(u=1%)

/2 i
(e) / sin®tcos® tdt (u = sint)
0

/4
Calculer / _2dz a l’aide du changement de variable ¢t = tan x.
0

Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

2/4

a bt+c

TF 1y

)

a bt + ¢

1
A+6(1+2) 1+t

+1+t2‘)
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(a) f(z)= P (a>0) sur R (c) f(z) =2z +3)"(x +2) sur R
(b) f(z) = arctan(y/z) sur RT (z = u?) (d) f(z) =23Vx2 — 1 sur [2, +oo] (u= 2 — 1)

Exercice 11.

g t int
1. Calculer I = / 98t Gtet J= / _ st
0 cost +sint cost +sint

dx

2. En déduire /
V1— Vi-+z +z

{SOMMES DE RIEMANNJ

Exercice 12. En utilisant les sommes de Riemann, calculer les limites des suites sulvantes :

n n

1 . km n+k - K?
un:E sm% vn:ZnQJer w":H(1+n>

k=1 k=1 k=1

[LIMITES D’INTEGRALES}

Exercice 13.

1. On suppose ici qu'on a z € [0,1]. Calculer lim nae "
n——+oo

n—-+oo

1
2. Calculer I, :/ nazefmc2 dz puis lim I,.
0

3. Quelle est la morale de cet exercice ?

/4 gin™ ¢
Exercice 14. Montrer que lim dt = 0.

n—+oo [q cost

1
Exercice 15. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Montrer que lirf / t" f(t)dt = 0.

e—nt

1
Exercice 16. Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de I, = / ﬁdt
0 e

Exercice 17. Soient a et b deux réels avec a < b, f une fonction de classe C* sur [a, b]. On pose :

vneN, I, = /b f(t)cos(nt)dt et J,= /b f(t)sin(nt) dt

Montrer que lim I,, = lim J, = 0.

DI1VERS

Exercice 18.
1 tn+1

T1-t 1-¢

1. Justifier que : Vt € [0,1], Vn € N, Ztk
k=0

n+1 k n+1
En déduire que : Vz € [0,1], Vn € N, Z —+In(l-2)= / ! dt.
0

t—1
ntl zF 22
2. En déduire que Vz € [0,1[, Vn € N, ; — +In(l —2)| < CED ) puis que
Vo € (0,1, lim . x—k =—1In(l—x)
n—+0oo k

1
Exercice 19. Pour tout n € N, on note I,, = / t" In(1 + %) dt.
0

1. Calculer Ij.
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2. Etudier la monotonie de la suite (Ip,)nen.

3. Montrer que : Vn € N, 0 < I, < % En déduire lim I,.
n

n—-+oo
In 2 2 bognt2
4. Mont 1V N, I, = — dt.
ontrer que n e N, ntl n+1/0 11
5. En déduire que lim nl, =1In2.
n—+oo

[FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALEJ

Exercice 20. Les questions suivantes sont indépendantes.
x

1. Soit f une fonction continue sur R et g 'application qui & tout réel x associe g(x) = f(t)de.
Vérifier que g est définie, continue et dérivable sur R et calculer sa dérivée. o
z2 2z
Méme exercice avec h(z) = / ft)dt et k(z) = f@@)de.
o 1 e 2 o . . ,
2. On considére f : x — 1 T dt. Montrer que f est bien définie, continue et positive sur R\ {1}. Montrer qu’elle
r—1J1

est prolongeable par continuité sur R.

x

t
3. Calculer lim e cost

1
dt.
zT—=a L —a J, \/|t|+1

2z
Exercice 21. Soit f la fonction numérique définie sur R par f(z) = / e dt.

x

1. (a) Etudier la parité de f.
(b) Déterminer le signe de f(z) suivant les valeurs de z.
(c) Montrer que f admet 0 pour limite en +00 et en —co.

2. (a) Montrer que f est dérivable et que f'(z) = 2e—4e? _ g=a” pour tout = € R.
(b) Etudier les variations de f.

2
1 efz(1+t )

Exercice 22. On pose u(z) = / dt pour tout réel z.

1+ ¢2
0
1. Montrer que I’on définit bien ainsi une application de R dans lui-méme.

2 2
a e .

N =

2. (a) On suppose que a appartient a [—2,2]. Montrer que 0 < / (a—t)e'dt <
0
(On sera amené a étudier séparément 2 cas).

(b) Montrer que pour tout réel a, ona:e* =1+a —|—/ (a —t)e'dt
Quelle inégalité peut-on en déduire ? °
3. Soit h un réel tel que 0 < |h| < 1.
u(x + h) —u(zx)
h
(b) Montrer que I'on peut appliquer I'inégalité du 2b & a = —h(1 + t?) pour tout ¢ € [0, 1].

(a) Ecrire, sans calculer, pour tout réel x.

1
(c) En déduire que u est dérivable sur R et que : Vz € R, u/(z) = 7/ e ) g
0

e 2
2
4. Pour tout réel z, on pose v(x) = u(z?) et w(z) = (/ et dt) .
0
(a) Montrer que v et w sont dérivables sur R.
(b) Montrer que pour tout réel x, on a v'(z) = —w'(x).

(c¢) Calculer v(0) + w(0). Montrer que : Vz € R, v(z) + w(z) =

I

1
5. (a) Montrer qu’il existe unréel A >0telquea> A= 0<e * < —.
a

1 /1
(b) On suppose que > A. Montrer que I'on a : 0 < u(x) < ;/0 (1437?5152)2

En déduire zggloo u(z) puis ZETOOU(SE)
T 9 1 E—
6. Soit [ = lim eV dtet J= — lim e 2 dt. Déduire de ce qui précéde les valeurs de I et de J.
T —+o00 0 \/%asﬁﬁ»oo 0
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