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Espaces Vectorielsl

[ESPACES VECTORIELS, SOUS-ESPACES VECTORIELSJ

Exercice 1. Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7

1. {PeRz]|Vz eR, P(x+1)=P(x)} 5 {f e FR,R)| f(0) =a} avec a € R

2. {P e R[z] | deg P > 17} 6. {(un)nen | VN EN, upto = 2upy1 — up}

3. {f €C3(R,R) | f" +2f — f =0} 7. {(un)nen | VR €N, tpio = 2Upi1 —uy + 1}
4. {feC*(R,R) | f"+ f' =1} 8. {(un)nen | un — 1}

Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels 7 Si oui, en déterminer une base.

1. Fy ={(z,y,2) €R3 | 2 + 2y — 2 = 0} 5. F5 = {(n,y,2) € R? | 2% + 3 — 22 = 0}

2. o ={(v,y,2) €ER® | 22 —y + 2 =0} 6. Fs = {(z —y,z,2z +y) | (z,y) € R?}

3. F3={(n,y,2) eER® |z +2y—2=0et 22 —y+2=0} 7. Fr={(z,y) € R? |22+ y*=0}

4. Fy={(v,y,2) eER® |22 —y + 2 =1} 8. F%} {(x+y—z,2+2y—4z, 224+y+z,2+y—=2) | (z,y,2) €
R

[FAMILLES DE VECTEURSJ

Exercice 3. Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R* suivant :

F = Vect ((1,2,4,3) L (-1,1,3,-2) , (2,4,3,2), (2,1,1,1))

Exercice 4. Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R? suivant :

F = Vect ((47—5,3) . (2,3,-2), (4,-16,10) , (8717—1))

Exercice 5. Déterminer une (ou des) équation(s) du sous-espace vectoriel F' = Vect ((1, 1,1), (2,-1,1), (—1,—4, 72))
de R3.

Exercice 6. On considére les trois éléments P : o —> 3 —x + 222+ 2%, Q: 2 — 34+ 2+ 322+ 23 et R: 2 —
3 — 7r — 22 4+ 23 de R3[z]. Déterminer une base du sous-espace vectoriel F = Vect (P, Q, R) de R3[x].

Exercice 7. On considére les trois matrices R = <_21 _01>, S = <_21 _01) et T' = (_01 _21> Montrer que
(R, S, T) est une famille libre de Ms(R).

2a+b 3b—b5c a
Exercice 8. On considére 'ensemble E des matrices de M3(R) delaforme | —b a+b—c a—2c| avec (a,b,c) €
c b+c 2b—c
R3. Montrer que E est un R-espace vectoriel et en donner une base.

Exercice 9. Soient A € M3(R) telle que A2 # 0 et A3 =0, et F = Vect (I3, A, A%). Montrer que la famille (I3, A, A?)
est une base de F'.

Exercice 10. Soient n € N* et A € M,,(R).
1. Montrer que F = {M € M,(R) | AM = M A} est un R-espace vectoriel.

1 1

2. Supposonsicin =2et A= (0 1

). Déterminer une base de F'.

Exercice 11. Soit F' = {P € Rs|z] | P(0) = P(1) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R[z] et en
donner une base.
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Exercice 12. Montrer que (a:”, 2" 1 =), 2" 21 —2)?,.. ., (1 - x)") est une famille libre de R[z].
Exercice 13. Soient u, v, w trois suites réelles définies par

vneN, u, =2" wv,=3", w,=4"
Montrer que (u,v,w) est une famille libre de RY.

Exercice 14. Soient les fonctions définies sur R’} par
fl@) =z fole)=e¢"  fil@)=a  fulx) =" f5(x) =

Déterminer une base de Vect (f1, fo, f3, f4, f5, f6)-

Exercice 15. Pour tout k € N, on note g, la fonction définie sur R par g (x) = **. Montrer que, pour tout n € N, la
famille (go, ..., gn) est libre.

(SOMMES, SOMMES DIRECTES ET SUPPLEMENTAIRES}

Exercice 16. Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels d’un R-espace vectoriel E. Montrer que

FCG=F+(GNH)=(F+G)N(F+H)

Exercice 17. Soient a et b deux scalaires distincts de R. On considére les parties E, et Ej, de Rlx] définies par :
E, = {P € R[z] ‘ 3Q eRfz], P= (z — a)Q} ot By = {P € Rz] ‘ 3Q €Rfz], P = (z — b)Q}

Montrer que E, et Ej sont des sous-espaces vectoriels de Rz].
Montrer qu’il existe (c,d) € R? tels que pour tout z € R : ¢(z — a) + d(z — b) = 1.
En déduire que R[z] = E, + E;. La somme est-elle directe ?

L

Montrer que E, et Ry[z] sont supplémentaires dans R|x].

Exercice 18. Soit n € N.
1. Montrer que F = {a"T1A | A € R[z]} est un sous-espace vectoriel de R[z].

2. Déterminer un supplémentaire de F' dans R[x].

Exercice 19. On note P l'ensemble des fonctions de F(R,R) paires et Z Pensemble des fonctions de F(R, R) impaires.
Montrer que P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F (R, R).

Exercice 20. Soient E l’ensemble des suites réelles convergentes, F' I’ensemble des suites convergeant vers 0 et G
I’ensemble des suites constantes.
Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.

Exercice 21. Soient E = C%([0, 1],R), F I’ensemble des fonctions constantes de E et G 'ensemble des fonctions f de
1

E vérifiant / f(¢)dt =0.

0
Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans FE.
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