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Les calculatrices sont interdites. Les résultats des questions doivent étre . Vous étes invités a
porter une attention particuliére a la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées.
Le sujet comporte 2 page(s).

Exercice 1.

1
On considére un R-espace vectoriel E et un endomorphisme s de E vérifiant s o s = idg. On pose p = 5(8 +idg).

1. Montrer que p est un projecteur de F.
2. En déduire que E = Ker (s —idg) @ Ker (s + idg).

Exercice 2.

Partie 1. Etude d’une application linéaire
On considére I'application f : R? — R3 définie par

Y(z,y,2) €R?, f(z,y,2) = 2y + 22, -2z + 4y + 22,2z — 2y)

Montrer que f est un endomorphisme de R3.
Déterminer une base du noyau de f.

Déterminer une base de I'image de f.

L

Calculer f2(x,y,z) — 2f(x,y,2) pour tout (z,y,z) € R3.

1 1
5. En remarquant que (x,y,z) = if(x,y,z) + ((x, Y, z) — if(x,y,z)) pour tout (z,y,2) € R, montrer que 1'on a
R3 = Ker (f — 2idgs) + Ker (f).
6. A-t-on R3 = Ker (f — 2idgs) ® Ker (f)?

Partie 2. Etude du cas général
Soient E un espace vectoriel sur R et a et b deux réels distincts. Dans toute cette partie, on note id 'application identité
de F, 0 'endomorphisme nul de E et f désigne un endomorphisme de E vérifiant :

2= (a+b)f+abid=0 (%)

7. Déterminer les réels « tels que aid vérifie la relation (x).
8. Déterminer une condition suffisante portant sur les 2 réels a et b pour que f soit bijective. Calculer alors f~!.
9. Montrer que E = Ker (f — aid) @ Ker (f — bid).

On suppose désormais que f n’est pas de la forme aid avec o € R.

10. (a) Montrer qu'il existe un unique couple de réels (A, ) tel que f = A(f —aid) + p(f — bid). On déterminera A
et u.

(b) En déduire qu’il existe deux projecteurs p et ¢ tels que f =bp+aget gop=pogqg=0.
11. On suppose désormais que a et b sont non nuls.
(a) Montrer que, pour tout n € N, on a f™ =b"p+a"q ().

(b) Pour tout entier m > 0, si f est bijective, on définit f=™ par f=™ = (f~1)™ = (f™)~L.
La relation () est-elle vérifiée pour tout n € Z?
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Exercice 3.
On considére la fonction f définie sur R par

VeeR, f(z)=a>—z—1
1. (a) Montrer que f est bijective de [1,+oo[ dans [—1, +o0].
(b) En déduire qu’il existe une fonction g continue sur [—1, 400 telle que

Va € [-1,+oc[, (9(x))® —g(z) ~1 =2

Dresser le tableau de variation de g.
Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un unique x,, € [1,+o0] tel que f(z,) = n.
Etudier la monotonie de (z,,),en et montrer que (z,,)nen a pour limite +oo.

Déterminer un équivalent de x,,.
Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, il existe un unique y,, € [1,4o00[ tel que f(y,) = — cos (f) )
n

Etudier la monotonie de la suite (y,)nen {0} et montrer que (Y, )nem o} @ pour limite 1.

1
Donner un équivalent simple de 1 — cos (7)
n

(d) On pose &, =y, — 1 pour tout entier n > 1.
Montrer que 2¢,, ~ —— puis en déduire un équivalent de y,, — 1.
n—4oo 2n2
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