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Séries numériques réelles'

[NATURE DE SE’RIES}

Exercice 1. Déterminer la nature des séries de terme général
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Exercice 2. Déterminer la nature des séries de terme général
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Exercice 3. Déterminer la nature des séries de terme général

(a) ln(l—i—rllot) (o € R) (b) (Vn+1-vn)* (aeR)

Exercice 4. Critére spécial des séries alternées

Soit (an)nen une suite réelle positive décroissante de limite nulle. On considére la série > (—1)"a, et on note S, sa
n-iéme somme partielle.

Montrer que les suites (Soy,)nen et (S2nt1)nen sont adjacentes puis en déduire que > (—1)"a, converge.

Exercice 5. Soient (up)nen €t (vn)neny deux suites réelles strictement positives. On suppose qu’il existe ng € N tel

Un+1 Un+1
que : Vn = ng, < .
mn /Un
00 ” 00
. n
1. Montrer que, si Y v, converge, alors Y u, converge et : E Up < —2 Up,.
v
n=ngp 0 p=ng

2. Montrer que, si Y u,, diverge, alors Y v, diverge.

{NATURE ET SOMME DE SERIESJ

Exercice 6. Montrer la convergence des séries suivantes de terme général u,, et en calculer la somme :

1 . 2
(a) Uy = 7 (n > 2) (Chercher (Cherchler des réels a,:et cte;s que (e> u, = n ;;371 (n > 0)
des réels 1 " 7n(n+ Din+2) = + 1 +
aet b tels que ——— = + ¢ ) 2 n
n2—-1 n+1 : n+2
no1 (c) unzln(l—ﬁ) (n>2) '
1 ~1 24+3n+1
153 J T >1 _n _nT+on n
(b) u CESCE) (n>1) () un = oy (n>0) (&) un = ————5" (n>0)
1 a2 1 ,
Exercice 7. On admet que ; 2= Montrer que la série anr e (n > 0) converge et déterminer sa somme.
2n )\2n+1
Exercice 8. Pour tout A € R et tout n € N, on pose a, = —— et b, = ————.
(2n)! (2n +1)!

1. Montrer que, pour tout A € R, les séries > a,, et Y _ b, convergent.

2. Calculer leur somme.
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[SERIES ET SUITESJ

Exercice 9. Constante d’Fuler

1
Pour tout n € N*, on pose u,, = P Inn.
k=1

1. Montrer que la série > (un4+1 — uy) converge.

n n
1 1
2. En déduire qu’il existe un réel v tel que g = Inn + v + o(1) puis donner un équivalent de g T
k=1 k=1
Exercice 10.

1 1
1. Etudier la convergence de la série de terme général u,, = 1 — <n + 2) In (1 + >
n

n!e”
2. En déduire la nature de la suite de terme général x,, = - (On pourra considérer In (—z;“ ) )
n"ta "’

Exercice 11. Soit (u,)nen la suite définie par ug = a €]0,1[ et : Vn € N, w1 = up, — u.

1. Démontrer que (uy)nen est décroissante et convergente vers 0.

. Démontrer que Z ui converge et calculer sa somme.
Un+1

est divergente.

2

3. Démontrer que la série de terme général In
Unp,

4

. En déduire la nature de Y u,.

[PETIT PROBLEMEJ

Exercice 12.

Question préliminaire :

La suite (z,) est une suite de nombres réels positifs. Montrer que si la série de terme général x,, converge, alors la

série de terme général 22 converge aussi (on montrera qu'’il existe un entier naturel N tel que : sin > N, alors 22 < x,,).
. . . . L .

On considére, d’une part, la fonction numérique, notée ch, définie par ch (r) = —————, et d’autre part, la suite (uy,)

2
définie par :

Ug = 1
Un, .
U = ——— pour tout entier naturel n
{ n+1 ch (un) p

. Etudier la fonction ch et dresser son tableau de variation.

[N R

. Donner le développement limité & 'ordre 2 de ch au voisinage de O.

e

(a) Montrer que la suite (u,) est strictement positive et strictement décroissante.

(b) En déduire que (u,) est convergente et donner sa limite.
Untl 4
Un,

4. On pose, pour tout n élément de N : v,, =

(a) Montrer que la suite (v,,) est strictement négative.

(b) Montrer que (v,,) est convergente de limite nulle.
n—1

(¢) Pour tout n de N*, simplifier Z In(1 + vg). En déduire que la série de terme général v,, est divergente.
k=0

5. (a) Montrer que : v,

o ‘:ﬁ,

n—-+00
(b) En déduire que la série de terme général u? est divergente.

(¢) En utilisant le préliminaire, conclure quant & la nature de la série de terme général u,,.
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