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Devoir surveillé 11
Samedi 26 avril 2025
Durée : 4h

Les calculatrices sont interdites. Les résultats des questions doivent étre . Vous étes invités a
porter une attention particuliére a la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées.
Le sujet comporte 3 page(s).

Exercice 1.

Partie A
On consideére une fonction f : R — R dérivable sur R et vérifiant

Ve e R, f'(z)+2xf(z) =1

1. (a) Prouver que f est de classe C* sur R.
(b) Quelle est la valeur de f'(0)?
2. Montrer que : Vn € N, Vo € R, f(*2)(z) = —22f( () — 2(n + 1) £ ().

3. (a) Montrer que f admet en 0 un développement limité & tout ordre p (p entier naturel).
Ecrivons un tel développement limité au moyen d’une suite de réels (a,)nen :

f(z) = Zakack + mgo(xp).
k=0

-2

(b) A laide du résultat de la question 2, montrer que : Vk € N, aggig = %13

a2k+1-

—k k!
(¢) En déduire que : VE € N, agpy; = ((2:)_’_1]{;'
(=D*f(0)

o (ce que Uon admet donc).

On pourrait montrer de méme que : Vk € N, ag, =

Partie B "
On considére la fonction de la variable réelle D : z — D(z) = e’ / el dt.
0

1. Justifier le fait que D est une fonction de classe C! sur R, et vérifier que : Vo € R, D’'(z) + 2zD(z) = 1.
2. Etudier la parité de D.
3. Prouver que : Vo € RT, ze™® < D(z) < .

7 e e e 3e 3 [Tl
4. (a) PrOuVer que:VxER*_H \/1 et dt:%"»@iz+1/l tTdt
et’
(b) Soit la fonction h : t — oy Montrer que h est croissante sur [1,+ocol.

z 2 z q
(¢) En déduire que : Vz € [1, +o0], / etT dt < h(g:)/ = dt.
1 1

x 5 eajz
(d) Montrer alors que :/ el dt ~ —.
1 +oo 21

(e) En déduire enfin un équivalent de D(x) au voisinage de +oo.
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Exercice 2.

A toutes fins utiles, on donne 312 = 961, 322 = 1024, 6* = 1296 et 7* = 2401.

1
1. Rappeler, en fonction du réel «, la nature de la série Z —.
n

n>1
Ry N RO |
On note alors S = — et pour tout entier naturel N non nul : Sy = — et Ry = —.

1
2. (a) En étudiant la monotonie de la fonction t — 2 montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal

a2:
/"“ dt< 1 </” dt
" 2 T p2 5 o1 t2

(b) En déduire que pour tout entier naturel N non nul :

1 < Ruv < 1
N+ 1 X N X N
3. Déterminer un entier naturel Ny tel que : VN > Ny, |[Sy — S| <1073,
4. Ecrire un programme en Python qui détermine un tel entier Ny, calcule une valeur approchée de S a 1073 prés
et affiche ces deux nombres.

1
5. On pose pour tout entier naturel N non nul : Ty = Sy + ——— Vi1
(a) Montrer que pour tout entier naturel N non nul :
1
ITn — S| < e

(b) Déterminer un entier naturel N strictement inférieur & Ny tel que : VN > Ny, [Ty — S| <1073,

(c) Ecrire un programme en Python qui détermine un tel entier Ny, calcule une valeur approchée de S a 1073
prés et affiche ces deux nombres.

On pose maintenant pour tout couple (n,p) d’entiers naturels non nuls :
1
n(n+1)---(n+p)

un(p) =

6. Soit p un entier naturel non nul.
(a) Donner un équivalent simple de u,(p) lorsque n tend vers +oc.

(b) En déduire la nature de la série Z un(p)
n>=1
On pose pour tout entier naturel p non nul :

+oo
= Z un(p)

a
7. (a) Déterminer deux réels a, b vérifiant pour tout entier naturel n non nul : u, (1) = — +
n

(b) En déduire la valeur de U(1).

8. (a) Exprimer u,(p—1) — up11(p— 1) en fonction de p et de u,(p), pour tout couple d’entiers naturels (n, p) tel
quen = 1etp > 2.

b
n+1

1

pxp!
9. (a) Montrer, par récurrence sur p, que pour tout entier naturel p non nul et tout entier naturel n non nul :

(b) Montrer que pour tout entier naturel p non nul : U(p) =

1 p! u
ali k—1)!
n> n?(n+1)---(n+p) +; )¥uin (K

1
b) En déduire que pour tout entier naturel p non nul : converge et
(b) auep P ;nQ(n—&-l)...(n-i—p) 8
p +oo
1 1
SLE L)
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10.

11.

12.

En reprenant la méthode de la question 2, que I'on appliquera cette fois a la fonction z ——

pour tout couple (N, p) d’entiers naturels non nuls :

0 < io ! < ! X !
\n:N+1n2(’n+l)~-~(n+p)\p—i—l Not

On suppose maintenant que p = 3. On pose donc pour tout entier naturel N non nul :

N

1 49 1

rpt2’

3 1 N
UN:Zﬁ+3!;n2(n+1)(n+2)(n+3) :%+6;n2(n+1)(n+2)(n+3)'

k=1

Déterminer un entier Ny tel que : VN > Ny, |[Uyx — S| < 1073,

montrer que

On représente sur la figure ci-dessous 1’évolution des erreurs d’approximation de S par Sy,Tn et Uy, respecti-
vement. Commenter ce graphique, a la lumiére des réponses apportées aux questions précédentes.

1077 1
10—9 N

10—11 4

-

10° 10? 10?7
N

10?

EVOLUTION DES ERREURS D’APPROXIMATION DE S PAR Sy, Tn ET Uy.
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