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Espaces vectoriels de dimension ﬁnie'

Exercice 1. Soient P; et P, deux plans vectoriels distincts d’un R-espace vectoriel E de dimension 3. Montrer que
P; N P, est une droite vectorielle.

Exercice 2. On note R[z] ’ensemble des polynomes & coefficients réels et R, [x] 'ensemble des éléments de R[z]| de
degré inférieur ou égal & n. Soient n un entier naturel non nul et ag,aq,...,a, des réels deux a deux distincts. Pour
tout k € [0,n], on définit le polynome Ly dans R[z] par

Ve e R, Ly) =[] ——2
O — Ay
7=0
ik

Déterminer le degré de Ly pour k € [0, n].
Pour tout (k,i) € [[O,n]]z, calculer Ly(a;).

Montrer que la famille (Lg)keo,n] est une base de R, [x].

L

Montrer que, pour tout (bg,...,b,) € R**1 il existe un unique P € R, [z] tel que : Vi € [0,n], P(a;) = b;.

Exercice 3. Soit n € N\ {0,1}. Pour tout k£ € N, on définit f,: R — R
x — cos(z+k)
On considére le sous-espace vectoriel F' = Vect (f1,..., fn) de E = F(R,R).

1. (a) Montrer que F' C Vect (sin, cos).
(b) Montrer que la famille (f1, f2) est libre.
(¢) En déduire que F = Vect (sin, cos).

2. En déduire qu'il existe (A1,...,A,) € R tel que : Vo € R, sinz = Z)\k cos(x + k).
k=1

[SOMMES7 SOMMES DIRECTES ET SUPPLEMENTAIRES EN DIMENSION FINIEJ

Exercice 4.
1. Les sous-espaces vectoriels F' = {(x, y,2) ER3 | o —2y+2 = 0} et G = Vect ((2, 0, —2)) sont-ils supplémentaires
dans R3?

2. Trouver un supplémentaire dans R3 de F = Vect ((1, 2,3), (—1,2, 0))

3. Trouver un supplémentaire dans R? de G = Vect ((2, -2,0), (-1,3,1), (1,1, 1))

Exercice 5. Soient P:x+— 1+x+ 22+ 23 et Q: 2 +— 1+ — 2% + 2%, Montrer que : R3[z] = Vect (P, Q) ® Ry [x].

Exercice 6. Soit H un hyperplan d’un R-espace vectoriel E de dimension finie. Montrer que, pour tout a € E'\ H, on
a E = H @ Vect (a).

Exercice 7. On note S,,(R) (resp. A, (R)) I'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) d’ordre n > 1.
1. Montrer que S,,(R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R).
2. Montrer que : M, (R) = S,(R) & A, (R).
3. Déterminer dim S3(R) et dim A3(R).

[APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE : EXERCICES THEORIQUES]

Exercice 8. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme non nul de E nilpotent,
c’est-a-dire tel qu'il existe un entier k tel que f* = 0. On pose p = min{k € N | f¥ = 0}.

1. Montrer qu’il existe un vecteur z¢ de E tel que f*(zo) # 0 pour tout k € [0,p — 1].

2. Montrer que la famille (zo, f(z¢),..., P~ (x0)) est libre.

3. En déduire que f™* = 0.
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Exercice 9. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et (u,v) € L(E)?.
Montrer que rg (uov) < rg(u) et rg (uov) < rg(v).

Exercice 10. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et (f, g) € L(E)?.
1. Montrer que, si go f = 0, alors rg(f) 4+ rg(g) < dim E.
2. Montrer que, si f + g est bijectif, alors rg(f) +rg(g) > dim E.

Exercice 11. Soient E et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie. Soient f et g deux applications linéaires de
FE dans F.

1. Montrer que Im (f 4+ ¢) C Im (f) + Im (g).
2. En déduire rg (f 4+ g) <rg(f) +rg(9).

Exercice 12. Soit  un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E. Pour tout entier naturel p, on notera I, = Imu?
et K, = KeruP.

1. Montrer que : Vp € N, K, C Kpqq et I,1q C I),.
2. On suppose que E est de dimension finie et u injectif. Déterminer I, et K, pour tout p € N.
3. On suppose que E est de dimension finie n non nulle et v non injectif.

(a) Montrer qu’il existe un plus petit entier naturel r < n tel que K, = K,.41.

(b) Montrer qualors I, = I,11 et que : Vpe N, K, =K, pet [, =14,

(¢) Montrer que F = K, & I,..

4. Lorsque E n’est pas de dimension finie, existe-t-il un plus petit entier naturel r tel que K, = K, 417

[POLYN()MES DE MATRICES CARREES}

Exercice 13. On considére la suite (u,,) définie par ug =1, u; =2 et : Vn € N, upy0 = 3upy1 — 2uy,.

On pose X,, = (HZH) pour tout n € N.

n
Déterminer une matrice A € Ms(R) telle que : Vn € N, X, 11 = AX,,.
Déterminer un polynome annulateur unitaire de A de degré minimal.
Calculer A™ pour tout n € N.

En déduire I'expression de u,, en fonction de n € N.

AN

Retrouver le résultat précédent par une autre méthode.

[APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE : EXERCICES PRATIQUES)

Exercice 14. On considére 'endomorphisme de R? défini par f(z,y,2) = 2z —y + 2, —x +y,x — 2).
1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3.

2. L’endomorphisme f est-il un automorphisme ? Si oui, déterminer f~!?

Exercice 15. Déterminer, sans calcul, le rang, le noyau et I'image de ’endomorphisme de R? canoniquement associé a

O = =
S NN
w O O

Exercice 16. Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = (ey, €2, e3) est
1 1 2
matg(f)=12 0 2
31 4
1. Déterminer le rang de f, une base de Ker f et une base de Im f.

2. Donner une (ou des) équation(s) de Im f.

3. Les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f sont-ils supplémentaires dans R ?
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Exercice 17. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (ey, ea, e3) une base de E. Soit u € .Z(E) tel que

0o -3 -1
matg(u) = | -2 -5 -2
6 18 7

1. Montrer que u est un projecteur et en donner ses éléments caractéristiques.

2. Déterminer une base B’ de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Exercice 18. On considére 'application linéaire f: Rg[z] — R3 .

P — (P(0), P(1),P(2))
L’application linéaire f est-elle un isomorphisme ? Si oui, déterminer f~!? On donnera deux méthodes : la premiére
sans utiliser la matrice de f dans les bases canoniques de Ry[z] et de R3, la deuxiéme en I'utilisant.

Exercice 19. Soient A = <(1) i’) e Ma(R)et f: Ma(R) — Ms(R) )
M — MA—-AM

1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique (E11, F12, E21, E9s) de My(R).

3. Déterminer le rang de f, une base de Ker f et une base de Im f.

Exercice 20. Pour tout P € R3[z], on pose p(P) : & — 3(x + 1)P(x) — (z + 1)2P'(z) € R[z].
1. Montrer que : VP € R3[z], ¢(P) € Rs[z].

2. Montrer que ¢: Rs[z] — Rslz] est un endomorphisme.
P +—— 3(x+1)P(z)— (z+1)2P' ()

3. Déterminer le rang de ¢, une base de Ker ¢ et une base de Im .

Exercice 21. Soient n e N* et D: Ry[z] — Ry[z] .
P +— P

1. Montrer que D est un endomorphisme de R, [z].

2. On considére I'application I' : Ry, [z] — Ry, [z] définie par T' = idg,, ] + D + D? ...+ D". Montrer que I est un
automorphisme de R, [x] et déterminer son application réciproque.

Exercice 22. On définit les fonctions fy, f1 et fo sur R par
folz) =¢€” fi(x) = xe® fa(z) = e
Soit F' le sous-espace vectoriel de C*° (R, R) engendré par fo, f1, fa-
1. Montrer que B = (fo, f1, f2) est une base de F.
. Montrer que I'application D : f — f’ est un endomorphisme de F.

2
3. Déterminer la matrice A de D dans la base B, puis calculer A™ pour n € N.
4

. En déduire la dérivée n-iéme de ¢ : 2 — (1 + 2z + 322)e®. Retrouver ce résultat par une autre méthode.

[RANG D’UNE MATRICE]

1 1 1 1 2 3 4 (1) 1 le ? :11
Exercice 23. Déterminer le rang des matrices A= 12 2 2|, B=[2 3 4 5]|etC=
3 3 3 3 4 5 6 0 11 01
-3 2 -1 1 1
a b 2b
Exercice 24. Déterminer en fonction des réels a et b le rang de la matrice A = | 2a a 2a
3a. b b
1 a a?
Exercice 25. A quelle(s) condition(s) la matrice [ 1 b % | est-elle inversible ?
1 ¢ ¢
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