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Intégrales impropres
�� ��Nature d’une intégrale impropre

Exercice 1. Déterminer la nature de l’intégrale
∫ +∞

1

dx

x2 + lnx
.

Exercice 2. Déterminer la nature de l’intégrale
∫ π

2

0

sinx

x2
dx.

Exercice 3. Déterminer la nature de l’intégrale
∫ 1

0

sin

(
1

x2

)
dx.

Exercice 4. Déterminer la nature de l’intégrale
∫ 1

0

e−
1
x2

√
x

dx.

Exercice 5. Déterminer la nature de l’intégrale
∫ 2

1

1 + 2 cos2 x

x− 1
dx.

Exercice 6. Déterminer la nature de l’intégrale
∫ +∞

0

e−x√
|x(x− 1)|

dx.

Exercice 7. Montrer que
∫ 1

0

lnx

(x+ 1)2
dx converge et calculer cette intégrale.

Exercice 8.

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0

ln

(
1 +

1

t2

)
dt converge.

2. Calculer cette intégrale.

Exercice 9.

1. Montrer que l’intégrale
∫ 1

0

lnx√
1− x

dx converge.

2. Calculer cette intégrale à l’aide du changement de variable u =
√

1− x.

�� ��Nature d’une intégrale impropre avec paramètre

Exercice 10. Intégrales de Bertrand.
Pour (α, β) ∈ R2, on étudie la nature de l’intégrale ∫ +∞

e

dt

tα(ln t)β

1. On suppose α > 1. Montrer que l’intégrale étudiée converge.

2. On suppose α = 1. Calculer
∫ x

e

dt

t(ln t)β
, puis en déduire pour quels β ∈ R l’intégrale étudiée converge.

3. On suppose α < 1. En exploitant
t

tα(ln t)β
−→
t→+∞

+∞, établir que l’intégrale étudiée diverge.

Exercice 11. Soit α > 0. Déterminer la nature de
∫ +∞

1

ln
(

1 +
sinx

xα

)
dx.
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�� ��Divers

Exercice 12. La fonction Gamma.
Soit Γ la fonction de la variable réelle x définie par

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt

lorsque cette intégrale converge.
1. Déterminer l’ensemble de définition de Γ.
2. Montrer que Γ(x+ 1) = xΓ(x), pour tout x > 0.
3. En déduire Γ(n) pour tout n ∈ N∗.

Exercice 13. Pour tout n ∈ N, on pose In =

∫ 1

0

x(lnx)n dx.

1. Montrer que In existe pour tout n ∈ N.
2. Calculer In en fonction de n.

Exercice 14.
1. (a) Montrer que ln(sinx) ∼

0
lnx.

(b) En déduire la nature de l’intégrale I =

∫ π
2

0

ln(sinx) dx.

2. Montrer que I =

∫ π
2

0

ln(cosx) dx.

3. Montrer que 2I =

∫ π
2

0

ln(sin 2x) dx− π

2
ln 2.

4. En déduire 2I = I − π

2
ln 2 puis la valeur de I.

Exercice 15. Pour tout n ∈ N∗, on pose un =

∫ +∞

0

e−x

x+ 1
n

dx.

1. Montrer que la suite (un)n∈N∗ est bien définie.

2. Pour tout n ∈ N∗, on pose alors vn =

∫ 1

0

e−x

x+ 1
n

dx et wn =

∫ +∞

1

e−x

x+ 1
n

dx.

(a) Montrer que : ∀n ∈ N∗, 0 6 wn 6
1

e
.

(b) Montrer que : ∀n ∈ N∗, vn >
1

e
ln(n+ 1).

(c) Donner la limite de la suite (un).
3. On se propose de déterminer un équivalent de un lorsque n est au voisinage de +∞.

(a) Montrer que l’intégrale I =

∫ 1

0

1− e−x

x
dx est une intégrale convergente.

(b) Etablir que : ∀n ∈ N∗, 0 6
∫ 1

0

1− e−x

x+ 1
n

dx 6 I.

(c) En déduire un encadrement de vn valable pour tout n ∈ N∗.
(d) Donner enfin, en utilisant cet encadrement, un équivalent simple de un.

Exercice 16. Soit (a, b) ∈]0,+∞[2.

1. Montrer que l’intégrale impropre
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx converge.
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2. (a) Etablir, pour tout (ε,X) appartenant à ]0,+∞[2 tel que ε 6 X :∫ X

ε

e−ax

x
dx =

∫ aX

aε

e−y

y
dy et

∫ X

ε

e−bx

x
dx =

∫ bX

bε

e−y

y
dy.

(A cet effet, on pourra utiliser des changements de variable.)
(b) En déduire, pour tout (ε,X) appartenant à ]0,+∞[2 tel que ε 6 X :∫ X

ε

e−ax − e−bx

x
dx =

∫ bε

aε

e−y

y
dy −

∫ bX

aX

e−y

y
dy.

3. (a) Montrer que l’application h : [0,+∞[−→ R, y 7−→ h(y) =


1− e−y

y
si y 6= 0

1 si y = 0
est continue sur [0,+∞[.

(b) En déduire :
∫ bε

aε

e−y

y
dy −→

ε→0
ln
b

a
.

(c) Etablir, pour tout X de ]0,+∞[ :
∫ X

0

e−ax − e−bx

x
dx = ln

b

a
−
∫ bX

aX

e−y

y
dy.

(d) En déduire :
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx = ln

b

a
.
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