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Calcul matriciel I

[ PETITS CALCULS}

Exercice 1. Soit (4, B) € M,,(R)?. Simplifier :
1. S=(24)(3B) — (A+2B)?>+ (A— B)(A+ B)
2. T=(A+ B)(2A? —2B) —2A*(A+ B) + (—A + B)?

—4 2 -1 -2
0 1) et C = |-2 3 |]. Calculer lorsque c’est
5 7

Exercice 2. On pose A = (_1 2 1), B =
0 2

3 4 5
possible les produits AB, BA, AC, CA, BC, CB.

D W =

1 20
Exercice 3. Soit A= |2 1 0. Déterminer toutes les matrices B carrées d’ordre 3 telles que AB = 0.
010
{PUISSANCE D'UNE MATRICE]
a 1 1 1 1 1
Exercice 4. Soient A= |1 a 1|,otaestunrée,etU =11 1 1
1 1 a 1 1 1

1. Calculer U2, U3 puis U™ pour tout entier naturel n.

2. En déduire A™ pour tout entier naturel n.

3 21
Exercice 5. Soit A= [0 3 2]. Calculer A™ pour tout entier naturel n.
0 0 3
31 =2
Exercice 6. Soit A= |0 2 0 |.On se propose de calculer A™ (n € N) par plusieurs méthodes.
11 0

1. Iere méthode.
On pose B = A — 213.
(a) Calculer B™ en fonction de B, pour tout entier naturel n .
(b) En déduire A™ pour tout entier naturel n.
2. 2éme méthode.
(a) Calculer A%2 — 3A + 215.
(b) Démontrer par récurrence qu’il existe deux suites (an)nen €t (bn)nen telles que A™ = ap A + b, I3
pour tout n € N. Donner les relations de récurrence vérifiées par (a,)nen €t (bn)nen puis déterminer
a, et b, en fonction de n. Déduire A"™.

3. 3éme méthode.

= N O

1 1
On pose P= |1 0
1 1

(a) Montrer que P est inversible et donner son inverse.

(b) Calculer D = P~1AP, puis D", puis A™.

Exercice 7. On considére les matrices A et P suivantes :

0 3/4 1/4 1 1 2
A=|1 0 0 et P=(1 —2 —2
0 1 0 1 4 0

On se propose de calculer A™ pour tout entier naturel n, en s’aidant de la matrice P.
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1. Prouver que la matrice P est inversible et calculer son inverse P~!. On précisera la valeur de 18P~1,
2. On pose B = P~1AP. Calculer B.

3. Montrer que B peut se mettre sous la forme D + J, ot la matrice D est une matrice diagonale et la
matrice J vérifie J? = 0.

4. En déduire 'expression de B™ en fonction de n, D™, D" ! et J.

5. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a A® = PB"P~1,

: . : 1 : .
6. En déduire une expression de la matrice A™ sous la forme A™ = 8 C,, ou l'on précisera en fonction de

n les coefficients de C,,.

[INVERSIBILITE‘ D'UNE MATRICE}

2 11 2 1 2
Exercice 8. Les matrices A= | 4 1 0| et B= |1 2 2] sont-elles inversibles? Si oui, déterminer
-2 2 1 2 2 3
I’inverse.
1 1 0
Exercice 9. On considére la matrice A= |1 1 1
0 -1 1

1. Calculer A3 — 342 +3A4 — 1.

2. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, calculer A=,

1
. . 0
Exercice 10. Soit A = 1

e e )
— =

1
1
0
1 1 0

1. Déterminer des réels X et u tels que A2 = Ay + pA.

2. Montrer que A est inversible et déterminer A~

Exercice 11. La matrice A = est-elle inversible ? Si oui, calculer A1,

o O oo
SO O =N
SO = N W
S =N Wk
N W o Ot

Exercice 12. Soient n € N* et (A, B) € M,(R)2.
On suppose que A + B est inversible, que ABA = A%?B et que BAB = B?A. Montrer que AB = BA.

[ETUDE DE SUITES NUMERIQUES]

Upt1 = —Up — 6V,

Exercice 13. Soient (u, )nen €t (v )nen deux suites vérifiant ug = 1, v9 = let Vn € N,
Un+1 = 2Up + 60y,

Unp, (-2 =3
On pose X, _<Un> etP—<1 2).

1. Montrer qu’il existe une matrice A telle que, pour tout entier naturel n, on a :

{ Up41 = —Up — 6V,

— X = AX,
Unt1 = 2up + 6v, il "

2. Justifier que P est inversible.

On pose D = P~tAP. Calculer D.

3. En déduire A™ puis les termes u, et v, pour tout entier naturel n.
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