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Dérivation I

Exercice 1. Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes aprés avoir précisé ’ensemble de
dérivabilité.

L. f:x— (4—32)3 21. fraxv— (22 +4)e2®
2. frar— (@t =2+ 1)° 22. friw—s (20 4 1)e” TEoHL
3. fror— 22 —-1)2(4—-32)3 ot
23. frxr— —
1 T
4 f.x%(475x)3 2043
)4 24, f:x+—>e z—2
5 frx (2:10—4)4 .
(2o —4) 25.f:33|—>e2x 1
4z —3)3 —
6. frars G230
3z°+1 26. f:x+—In(Bx+1)
—9)3
T fraes 83272
(1-4x) 27. fix—s (z—1)In(2 —2)

8. frxr——V3x2+1
28. f:x+—In(z?)
9. fix— V422 -32x-1
29. frx—In(z?+z+1)

x+1
10. fraxr—
-1 30. f:zr—In(v/5—4x)
11. f:z+—— (1+sin(22))3 12
31. f:Il—)ln(g_Qx)

12. f:2z+— cos?(32)sin®(2x)
32. f:2z+— In(In(x))

13. f:z+— /2 +sin(z)

33. f:z+— In(sinz)

14. f: 2+ tan?(z + g)

34. f:xv+— In(e” 4+ 2
15. fixr—ad+e3—¢ / ( )

. 3z
16. f:axr—s4dze” 35.f.l‘l—>ln(e —|—2)
. e +1
17. f:iox—s2e3% 422 36. f:wﬁln(em_l)
18.f;xHef72 37. frxr— (z—1)2In(z — 1)+ 5)
e +1
ef — o7 38, fruo 5%
19f'x’—>m . : 75236_1
20. f:x%e(xz) 39. fixr— 237"

Exercice 2. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes au point indiqué (aprés avoir prolongé par conti-
nuité si nécessaire).
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1. frxr— z|x|en 0 Ve+1-1
2. fix— 2% —|z| en 0 5[ en 0
1
. z + 1
3. frar—aren 6. f:xb—>sin(x)sin<> en 0
x
. ; 1
4. f:xz+— |sinz|en 0 7. fizr—an|l+ =] en0
x

Exercice 3. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer la fonction dérivée.

1. frxr— e Flnx 6. f:xr—|z—3]+|3z—2|
2. fixr—a” 7. f:x+— cosy/x
3. f:x— e o natyIt(ne)? 8. f:xv+— In(lnx)
z 1
4. frxr— —— o [ .
1+ |z] 9 fiur x sm<x> siz >0 (a €RY)
0 siz =0

5. f:x— ze |l

Exercice 4. Soit f : I — R une fonction dérivable. Montrer que |f| est dérivable en tout point de I ou f
ne s’annule pas et exprimer sa dérivée.

. . o s : T—1 siz >0
Exercice 5. Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére € de la fonction f : o — { g zi i 2 0

. . o PR R 1 . e’ sizx >0
Exercice 6. Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére € de la fonction f : z — r41 siz<0

Exercice 7. Etudier la continuité, la dérivabilité et le caractére € de la fonction f : z — el?l.

[EQUATIONS FONCTIONNELLES]

Exercice 8. Soit f une fonction définie sur R, dérivable en 0 et telle que f(2z) = 2f(z) pour tout réel x.
1. Montrer que f(0) = 0.

2. Montrer que : Vx € R, Vn € N, f(z) =2"f (2%)
3. En déduire que : IN € R, Vx € R, f(x) = Az

Exercice 9. Soit f : R — R dérivable telle que : V(x,y) € R% f(x +vy) = f(z) + f(y).
1. Montrer que f(0) = 0.
2. Montrer que : ¥(z,y) € R?, f'(z +y) = f'(x)

3. En déduire que f est une fonction linéaire.

[FONCTION RECIPROQUE]

1
Exercice 10. Soit f la fonction définie sur [e, 400 par f(x) = iy
T
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Montrer que f est bijective de [e, +00[ dans un sous-ensemble de R a préciser puis étudier la dérivabilité de
la fonction réciproque g. Exprimer alors ¢’ en fonction de g sans logarithme népérien.

[THE‘OREME DE ROLLE ET THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINISJ

Exercice 11. Soient n > 2 et f : R — R une fonction dérivable sur R s’annulant en n points distincts.
Montrer que f’ s’annule au moins n — 1 fois.

Exercice 12. Soit f : [a,+oo[— R (a > 0) continue sur [a,+oc|, dérivable sur |a,+o00| et telle que
lirjrﬂ f(z) = f(a). Montrer qu’il existe ¢ €]a, +o0[ tel que f'(c) = 0.
T—>+00

(Indication : on pourra étudier g définie sur [0,1/a] par g(0) = f(a) et g(z) = f(1/x) pour tout x €]0,1/a].)

Exercice 13. Soient a > 0 et f : [0,a] — R une fonction dérivable telle que

f(0)=f(a) =0 et f(0)=
f(x)

1. On considére la fonction g définie sur |0, a| par g(x) = “—= pour tout z €0, a.
x

(a) Montrer que la fonction g se prolonge par continuité en 0. On note encore g ce prolongement.
(b) Montrer que la dérivée de g s’annule sur |0, a[.

2. En déduire qu’il existe un point autre que l'origine en lequel la tangente & la courbe de f passe par
Iorigine.

Exercice 14. Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle [a, b] et dérivables sur ]a, b[.
9(

1. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que (f(b) — f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
(Ind. : penser a la fonction ¢ : & — (f(b) — f(a))g(z) — (g(b) — g(a)) f(z).)
2. Soit o €la,b[. On suppose que ¢’ ne s’annule pas sur |a, a[U]a,b], que f(a) = g(a) = 0 et que
im 28 _per.
v—a g'(z)
f(z)

Montrer que lim —= = /.
z—a g(x)

1 1
Exercice 15. Montrer : Vo € R}, —— <In(z+1) — In(z) < —.
z+1 x

1 1
Exercice 16. A 'aide du théoréme des accroissements finis, déterminer lir+n ((a: + 1)ez+l — xeac).
T—r+00

Exercice 17. Soit f une fonction de classe ¢! sur [0, 1] vérifiant £(0) = 0.
On définit la suite (un)pem fo} Par

vn € N\ {0}, un—;f<:2>

1. A l’aide de I'inégalité des accroissements finis, montrer que

min (ff(x>>zﬁ<un< max_(f'(x))

aod] T T ] i

pour tout entier naturel n non nul.

2. Conclure quant a la convergence de la suite (Un)neN\{o}-
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[ETUDES DES VARIATIONS D’UNE FONCTIONJ

Exercice 18.

1. Etudier les variations de la fonction f définie par f(z) = sur [—1, +o0l.

2. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction tanof.

Exercice 19. On considére la fonction f: [0,1] — R :
r — zv1—a?

Expliquer pourquoi f admet un maximum et un minimum sur [0, 1]. Les déterminer.

(LA FONCTION ARCTANGENTE

Exercice 20. Calculer

1. tan( Arctan (z)), pour tout z € R.

2. Arctan (tan (—?))

Exercice 21.
1. Montrer que : Yz € R, cos( Arctan (z)) = /1 — sin?( Arctan (z)).

2. Montrer que : Vx € R, sin( Arctan (z)) = x cos( Arctan (z)).

1 T
3. En déduire : Vo € R, cos(Arctan (z)) = ——— et sin(Arctan(z)) = ——.
(Arctan (z) (Arctan (x) = —L—

V1422

Exercice 22.

Arct
1. Montrer que lim Arcan®) (z)
z—0 x

=1.

Arct iz >0
retan (z) si@ . Est-elle de classe C!

2. Soit la fonction f : R — R définie par : Vo € R, f(z) = )
e —1 sizx <0

sur R?

1
Exercice 23. Simplifier Arctan (z)+ Arctan (), pour tout z € R*.
T

Exercice 24.

1. Montrer : Vk € N, Arctan (k4 1) — Arctan (k) = Arctan <1+k—i—k2>

1

n
2. Etudier la limite de la suite (S,,) de terme général S,, = Z Arctan Pl

k=0

[SUITES VERIFIANT UNE RELATION DE RECURRENCE DE LA FORME Up+1 = f(un)j

ug = 0
VYn €N, upt1 =In(3+wuy,)

1. Dresser le tableau de variation de la fonction f: x — In(3 + z).

Exercice 25. On considére la suite (uy,)nen définie par {

2. Posons ¢g : x — f(x) — x. Montrer qu’il existe un unique réel a € [0, +oo[ vérifiant g(a) = 0 et
déterminer le signe de la fonction g sur [0, 4+o00].

3. Montrer que 0 < u, < «a pour tout n € N.

4. Montrer que la suite (uy,) converge et déterminer sa limite.
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Exercice 26. On considére la fonction f: Ry — R et la suite (uy)nen définie par
1
T —
242
>0 et VneN !
ug = e n , U =
0 n+1 2+ u,

1. Montrer que u,, existe et u, > 0 pour tout n € N.

2. Résoudre dans Ry 'équation f(z) = =.

1
i1 = (—14V2)| <

3. A Tlaide de l'inégalité des accroissements finis, montrer que : Vn € N,

(—1+\/§)‘

Up —

1 n
4. En déduire : Vn € N, |u, — (=1 + \/é)‘ < <4> ‘uo —(—-1+ ﬂ)‘

5. Conclure quant a la convergence de la suite (u,)nen.

eI

x+2

Exercice 27. Soit g la fonction définie sur R* par g(x) =

1. Montrer que ¢([0,1]) C [0, 1].

2. Soit h la fonction définie sur |0, 1] par : Va €]0,1], h(z) = g(xx)

(a) Montrer qu’il existe un unique « €]0, 1] tel que h(a) = 1.

(e}

(b) En déduire qu’il existe un unique « € [0, 1] tel que i iake
a

Soit (un)nen la suite définie par ug =0 et : Vn € N, upi1 = g(uy).

3. Montrer que 0 < u,, < 1 pour tout n € N.
2
4. A laide de 'inégalité des accroissements finis, montrer que : Vn € N, |up41 — af < g\un —al.

2 n
5. En déduire que : Vn € N, |u, — a| < <3) :

6. Conclure quant a la convergence de la suite (uy)pen-
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