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Le but du problème est l’étude de l’application F : R −→ R définie par F (0) = 1 et, pour tout x de R∗,

F (x) =
1

x

∫ x

0

dt√
1 + t4

On note r l’application de ]− 1,+∞[ vers R définie par r(u) =
1√
1 + u

pour tout u > −1.

1. Etude globale de F sur R∗

(a) Montrer : ∀x ∈]0,+∞[, 0 6 F (x) 6 1.

(b) Etudier la parité de F .

(c) Montrer que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et que : ∀x ∈]0,+∞[, xF ′(x) = −F (x) + r(x4).

(d) Montrer : ∀x ∈]0,+∞[, r(x4) 6 F (x).

(e) En déduire que F est décroissante sur ]0,+∞[.

2. Etude locale de F en 0

(a) Montrer que F est continue en 0.

(b) Etablir : ∀u ∈ [0,+∞[, −1

2
u 6

1√
1 + u

− 1 6 0.

(c) Montrer que F est dérivable en 0, et calculer F ′(0).

3. Etude locale de F en +∞

(a) On note h l’application de R vers R définie par h(x) =
∫ x

1

dt√
1 + t4

pour tout x ∈ R.

En utilisant le changement de variable z =
1

t
, former une relation entre h(x) et h

(1
x

)
pour tout

x ∈]0,+∞[.

(b) En déduire : ∀x ∈]0,+∞[, xF (x) +
1

x
F
(1
x

)
= 2F (1).

(c) En déduire : lim
x→+∞

F (x) = 0.

(d) Montrer : lim
x→+∞

F ′(x) = 0.
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