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Devoir surveillé 10
Samedi 28 mars 2026
Durée : 4h

Les calculatrices sont interdites. Les résultats des questions doivent étre . Vous étes
invités a porter une attention particuliére a la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées
seront pénalisées.

Le sujet comporte 2 page(s).

Exercice 1.
Pour tout entier n > 0, on pose

I, = / sin” (z) dz et Ip = / cos”" (z) dzx
0 0

1. A l’aide d’un changement de variable, montrer que I,, = J,, pour tout entier naturel n.
2. Convergence de la suite (Ip)n>0-

Montrer que la suite (I5,)n>0 est décroissante. En déduire que la suite (I,)n>0 est convergente.
3. Calcul des intégrales Iz, et Iopy1.

(a) Calculer Iy et I.

n+1
—1,.
n+2"
(c) En déduire des expressions de Iy, et Io, 41 pour tout p € N.

(b) Montrer que : Vn € N, I,,19 =

4. Un équivalent de I,.

(a) Justifier que, pour tout n > 0, I,, > 0. Montrer ensuite qu'on a I,,+1 e I,.
oo

(b) Montrer que (n+ 1)I,,[,,+1 = g, pour tout n > 0.

(c) Déduire, de tout ce qui précéde, que I,, ~ .
+oo \/ 2n
Exercice 2.
Soit f la fonction défini = _
oit f la fonction définie par f(x) /I P
1. Montrer que f est définie sur R*.
2. Montrer que la fonction f est paire.
3. Déterminer lim f(z). En déduire lim f(z).
T—r+00 T—>—00
2 si 1-—
4. Montrer que f est de classe C! sur R* et que f'(z) = 22 jlzilaz;;))(;(f(::i)(x)) pour tout xz € R*.
t —sint
5. On note h la fonction définie sur [0, 2] par h(0) =0 et h(t) = LT ImE pour tout t €]0, 2].
2t(t + sint)

(a) Montrer que h est continue sur [0, 2].

In2 2x
(b) Montrer que : Vz €]0,1], f(x) = HT —I—/ h(t)dt

(¢) En déduire que I'on peut prolonger f par continuité en 0. Dans la suite, on note encore f la fonction
ainsi prolongée.

6. Montrer que f est de classe C* sur R et déterminer f’(0).
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Exercice 3.
On considére, pour tout n € N, les applications

fn: R — R et L,: R — R

z"e” " r — e ,S”)(:c)

Tz —
n!

ol fﬁ") désigne la dérivée n-iéme de f,.

1. (a) Calculer Lo(x), Li(x), La(x) pour tout z € R.

~ (=1)F (n)
b) Montrer : R, Lo(z) =Y
(b) Montrer : Vn € N, Vz € R, L,(x) 2 A

(¢) En déduire que, pour tout n € N, L,, est une fonction polynomiale dont on précisera le degré et le
coefficient du terme de plus haut degré.
2. (a) Montrer : Vn € N, Vz € R, f; (z) = fu(z) — foy1(2)
(b) En déduire :
VneN, Vz eR, L), (z) =L, (x) — Ly(x)

3. (a) Montrer : Vn € N, Vx € R, fri1(z) = %_an(@

(b) En déduire : Vn € N, Vo € R, (n+ 1)Lpyi1(x) = zL () + (n+ 1 — z) Ly (x)
(c) Etablir :
VneN, Vo e R, L (x) — (x — 1)L, (z) + nLy(x) =0
4. Soit n € N. On suppose que « est une racine multiple non nulle de L,.
(a) Montrer que L' () = 0.
(b) Montrer que : Vk € N, Lglk)(a) = 0.

(¢) En déduire que L, n’a que des racines simples.

Exercice 4.
On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 2 et up+1 = 2 + In(uy,) pour tout entier naturel n.
On admet que (u,)pen converge vers un réel a et que

1 n—1
VneN, |u, —a| < <2>

Ecrire un script Python qui demande & I'utilisateur un réel strictement positif ¢, puis calcule et affiche une
valeur approchée de « a € prés.
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