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Espaces probabilisés'

Exercice 1.

1. Soient n € N\ {0,1} et Ay,..., A, des éve-
nements d’un espace probabilisé (2, A, P).
Montrer que :

o (0a) < rons
=1 =1

2. Soit (Ap)nen une suite d’événements d’un
espace probabilisé (2,4, P) telle que la sé-
rie Y P(A;,) converge. Montrer que :

“+o0o +00
P (U An> <D P(4y)
n=0 n=0

Exercice 2.

1. Déterminer a € R pour qu’il existe une pro-
babilité P sur (N, P(N)) telle que P({n}) =

2
a <3> pour tout n € N.

2. Dans ce cas, déterminer la probabilité de
I’événement A : «l’entier est pair.

Exercice 3. Montrer qu’il existe une unique pro-

babilité P sur (N, P(N)) telle que P({n + 2}) =
gP({n +1}) — SP({n}) pour tout n € N.

Exercice 4. Un joueur dispose d’une infinité
d’urnes numeérotées par les entiers naturels non
nuls. L’urne numéro n > 1 peut étre choisie avec

la probabilité 2% Elle contient 1 boule blanche

et 2" — 1 boules noires.

Le joueur choisit une urne et tire une boule au
hasard dans celle-ci : quelle est la probabilité que
cette boule soit blanche ?

Exercice 5. On réalise une suite infinie de lan-
cers d’une piéce donnant PILE avec la probabilité
p €]0,1[. Pour tout ¢ € N*, on note F; 1’événe-
ment « on obtient FACE au i-éme lancer ».

1. Quelle est la probabilité de I’événement A,, :

« on obtient FACE au n-iéme lancer et ce
pour la premiére fois » 7

2. Quelle est la probabilité de I’événement J :
« on n’obtient jamais FACE » 7

Exercice 6. On réalise une suite infinie de lan-
cers d’une piéce équilibrée. Pour tout n € N*, on
note P, I’événement «on obtient pile au n-iéme
lancery, F,, I’événement «on obtient face au n-
iéme lancery, et A, I’événement «on obtient au
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moins une fois la séquence pile-pile-face au cours
des n premiers lancers».

1. Déterminer P(A;), P(As2) et P(A43).
2. Soit n > 1.

(a) Montrer que A,i3 = Apo U (A, N
Pry1 N Pry2 N Foys).

(b) En déduire P(A,43) = P(4ni2) +
1

g(l - P(An))

3. Sans chercher a calculer P(4,), montrer
que la suite (P(A;))n>1 converge et déter-
miner sa limite.

—+00
4. En déduire P( U An>.
n=1

Exercice 7. Une urne contient initialement une
boule blanche et une boule noire. On effectue des
tirages successifs dans 'urne selon le protocole
suivant :
— si la boule blanche est tirée, on s’arréte ;
— si une boule noire est tirée, elle est remise
dans 'urne et on rajoute dans I'urne, avant
le tirage suivant, autant de boules noires
que 'urne contient de boules.
Pour tout n € N*, on note N, I’événement «avoir
une boule noire au n-iéme tirage» et A, 1’événe-
ment «n’avoir que des boules noires au cours des
n premiers tirages».

1. Quelle est la composition de 'urne lors du
n-iéme tirage (s'il a lieu) 7

= 1
2. Montrer que P(4,) = H <1 - 27) pour
k=1

tout n > 1. En déduire que In(P(A,)) tend
vers un réel strictement négatif lorsque n
tend vers +o00.

“+o0o
3. En déduire que P( ﬂ An) € 10, 1].
n=1
4. En déduire que la probabilité que la suc-
cession de tirages s’arréte n’est pas égale a
1.

Exercice 8. On considére deux urnes :
— une urne verte contenant 1 boule rouge et
3 boules vertes,
— une urne rouge contenant 2 boules rouges
et 2 boules vertes.
On effectue une suite de tirages d’une boule, avec
remise de la boule dans 'urne d’ou elle vient, de
la fagon suivante :
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— le premier tirage est effectué dans 'urne
verte,

— pour k > 2, le k-iéme tirage est effectué
dans l'urne dont la couleur est celle de la
boule obtenue au (k — 1)-iéme tirage.

Pour tout entier n non nul, on note V,, 1’événe-
ment «obtenir une boule verte lors du n-iéme ti-
rage», v, la probabilité de V,, et R,, 'événement
«obtenir une boule rouge lors du n-iéme tirage».

1. Les trois premiers tirages.
Déterminer la probabilité des événements

(a) A: «on tire la premiére boule verte au
troisieme tirage»,

(b) B : «on tire la premiére boule rouge
au troisiéme tiragey,

(¢) C : «on tire au moins une boule verte
dans les trois premiers tirages»,

(d) D : «on tire une seule boule rouge lors
des trois premiers tiragesy.
2. Les deux premiers tirages.
On a obtenu une boule verte au second ti-
rage. Quelle est la probabilité que le premier
tirage ait donné une boule rouge ?

3. Le n-iéme tirage.

(a) Pour tout entier n > 1, déterminer
Up+1 en fonction de vy,.

(b) En déduire 'expression de v,, en fonc-
tion de n, pour tout n € N*.

4. La premiére boule rouge et la pre-
miére boule verte.
Pour tout n € N*, soient X,, I’événement
«la premiére boule rouge apparait au tirage
numéro n» et Y, I'événement «la premiére
boule verte apparait au tirage numéro n».

(a) Pour tout entier n > 1, calculer P(X,,)
et P(Yy).

(b) Justifier la convergence de la série de
terme général nP(X,,) et en détermi-
ner la somme.

(¢) Montrer que l'on tire presque stire-
ment une boule verte au cours de la
suite de tirages.

Exercice 9. Deux joueurs A et B jouent avec un
dé parfaitement équilibré. Le joueur A commence
et lance le dé une fois : s’il obtient 1 ou 2, il a ga-
gné et la partie s’arréte. Sinon, le joueur B lance
le dé une fois : s’il obtient 3,4 ou 5, il a gagné
et la partie s’arréte. Sinon, c’est & A de lancer le
dé...

On définit les événements :
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— Agpi1 : «A gagne au (2n+1)-iéme lancer»
— Boapto 1 «B gagne au (2n+2)-iéme lancer»
— G4 : «A gagne la partiey,
— Gp : «B gagne la partie».

1. Calculer P(Agp41) et P(Bapt2) pour tout
n € N.

2. Calculer P(G4) et P(Gp).

3. Quelle est la probabilité que la partie ne
s’arréte jamais 7

Exercice 10. Deux piéces de monnaie numé-
rotées 1 et 2 aménent PILE avec les probabilités
respectives p; et ps, et FACE avec les probabilités
respectives ¢ = 1 —p1 et g0 = 1 —po. On suppose
O<pr<letO<pr<l.
Au départ, on choisit une des deux piéces au ha-
sard puis on joue le premier lancer avec la piéce
choisie :
— si le résultat est PILE, on joue le lancer
suivant avec la méme piéce,
— si le résultat est FACE, on change de piéce
pour le lancer suivant.
On recommence ce processus et on joue une suite
de lancers.
Pour tout n € N*, on note
— A, I’événement «on joue le n-iéme lancer
avec la piéce 1»,
— P, I'événement «on obtient PILE au n-iéme
lancer».
On pose a, = P(4,) et u, = P(P,) pour tout
n € N*.
1. Déterminer as en fonction de py et po.

2. (a) Soit n € N*. Calculer a,, en fonction
de n, p1 et po.

(b) Soit n € N*. Calculer u,, en fonction
de an, p1 et pa.

(c) Calculer lirf uy, en fonction de p; et
n—-+0o0
b2.

3. On joue le deuxiéme lancer avec la piéce 1.
Déterminer, en fonction de p; et ps, la pro-
babilité que le premier lancer ait été effectué
avec la piéce 27

4. (a) Soit n € N*. Déterminer, en fonction
de n, p1 et po, la probabilité v, que,
pour la premiére fois, on joue avec la
piéce 1 au n-iéme lancer.

+0o0
(b) Calculer Zvn. Comment interpréter

n=1
ce résultat 7



