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Espaces vectoriels de dimension ﬁnie'

Exercice 1. Soient P; et P, deux plans vectoriels distincts d’un R-espace vectoriel £ de dimension 3. Montrer
que P; N P, est une droite vectorielle.

Exercice 2. On note R[z] I’ensemble des polynémes a coefficients réels et R, [z] 'ensemble des éléments de
R[z] de degré inférieur ou égal a n. Soient n un entier naturel non nul et ag, a1, ..., a, des réels deux a deux
distincts. Pour tout k € [0, n], on définit le polynéme L dans R[x] par

n
Ve eR, Ly(z) =[] ——2
- A — aj
7=0
Jj#k

Déterminer le degré de Ly, pour k € [0, n].
Pour tout (k,i) € [0,n]?, calculer Ly (a;).
Montrer que la famille (Ly)ge[o,n] est une base de Ry, [z].

- W o=

Montrer que, pour tout (by, ..., b,) € R*"1 il existe un unique P € R,[z] tel que : Vi € [0,n], P(a;) =
b;.

Exercice 3. Soit n € N\ {0, 1}. Pour tout k € N, on définit fr: R — R
x — cos(x+k)
On considére le sous-espace vectoriel F' = Vect (f1,..., frn) de E = F(R,R).

1. (a) Montrer que F' C Vect (sin, cos).
(b) Montrer que la famille (fi, f2) est libre.
(¢) En déduire que F' = Vect (sin, cos).

n
2. En déduire qu’il existe (Ag,...,A,) € R™ tel que : Vo € R, sinx = Z A cos(z + k).
k=1

[SOMMES, SOMMES DIRECTES ET SUPPLEMENTAIRES EN DIMENSION FINIE]

Exercice 4.
1. Les sous-espaces vectoriels F' = {(m,y,z) ER3 |z —2y+2= O} et G = Vect ((2,0, —2)) sont-ils
supplémentaires dans R3?

2. Trouver un supplémentaire dans R3 de F = Vect ((1, 2,3), (-1, 2,0)).
3. Trouver un supplémentaire dans R3 de G = Vect ((2, -2,0), (-1,3,1), (1,1, 1))

Exercice 5. Soient P : o +— 1+ ax + 2?2+ 2% et Q : @ — 1 + 2 — 2% + 3. Montrer que : R3[z] =
Vect (P, Q) & Ry [z].

Exercice 6. Soit H un hyperplan d’un R-espace vectoriel £ de dimension finie. Montrer que, pour tout
ac€ E\H,onaFE =H® Vect (a).

Exercice 7. On note S, (R) (resp. A, (R)) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) d’ordre
n > 1.

1. Montrer que S,(R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R).
2. Montrer que : M, (R) = S,(R) @ A, (R).
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3. Déterminer dim S3(R) et dim A3(R).

[APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE : EXERCICES THEORIQUES]

Exercice 8. Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie n et f un endomorphisme non nul de E
nilpotent, c’est-a-dire tel qu’il existe un entier k tel que f¥ = 0. On pose p = min{k € N | f* = 0}.

1. Montrer qu'’il existe un vecteur xg de E tel que f¥(zg) # 0 pour tout k € [0,p — 1].
2. Montrer que la famille (zo, f(z0), ..., [P~ (o)) est libre.
3. En déduire que f™* = 0.

Exercice 9. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et (u,v) € L(E)2.
Montrer que rg (uov) < rg(u) et rg (uov) < rg(v).

Exercice 10. Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie et (f,g) € L(E)?.
1. Montrer que, si go f = 0, alors rg(f) 4+ rg(g) < dim E.
2. Montrer que, si f + g est bijectif, alors rg(f) +rg(g) > dim E.

Exercice 11. Soient F et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie. Soient f et g deux applications
linéaires de E dans F'.

1. Montrer que Im (f 4+ ¢g) C Im (f) + Im (g).
2. En déduire rg (f +g) <1g(f) +12(9).

Exercice 12. Soit v un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E. Pour tout entier naturel p, on notera
I, =ImuP et K, = KeruP”.

1. Montrer que : Vp e N, K, C K41 et Ipy1 C I,
2. On suppose que E est de dimension finie et u injectif. Déterminer I, et K, pour tout p € N.
3. On suppose que E est de dimension finie n non nulle et u non injectif.

(a) Montrer qu’il existe un plus petit entier naturel r < n tel que K, = K, 4.

(b) Montrer qu'alors I, = I,y1 et que : Vp e N, K, = K, , et I, = I, 4.

(¢c) Montrer que E = K, @ I,.

4. Lorsque E n’est pas de dimension finie, existe-t-il un plus petit entier naturel r tel que K, = K,417

[POLYNOMES DE MATRICES CARRE’ES]

Exercice 13. On considére la suite (u,) définie par ug =1, u; =2 et : Vn € N, upy0 = 3upt1 — 2uy,.

On pose X, = <UZ+1> pour tout n € N.
n

Déterminer une matrice A € M3(R) telle que : Vn € N, X, = AX,,.
Déterminer un polynéme annulateur unitaire de A de degré minimal.
Calculer A™ pour tout n € N.

En déduire I'expression de u, en fonction de n € N.

ot W

Retrouver le résultat précédent par une autre méthode.

[APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE : EXERCICES PRATIQUES]

Exercice 14. On considére I'endomorphisme de R? défini par f(z,y,2) = 2z —y + 2, —x +y,x — 2).
1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3.

2. L’endomorphisme f est-il un automorphisme ? Si oui, déterminer f=1?
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Exercice 15. Déterminer, sans calcul, le rang, le noyau et 'image de I’endomorphisme de R? canoniquement
associé a

O ==
S NN
w o O

Exercice 16. Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B = (e1, €2, e3) est

[
NG NI )

1
matg(f) = [ 2
3

1. Déterminer le rang de f, une base de Ker f et une base de Im f.
2. Donner une (ou des) équation(s) de Im f.

3. Les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f sont-ils supplémentaires dans R3 ?

Exercice 17. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, e2, e3) une base de E. Soit u € £ (F)
tel que

0 -3 -1
matg(u)=[ -2 -5 =2
6 18 7

1. Montrer que u est un projecteur et en donner ses éléments caractéristiques.

2. Déterminer une base B’ de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Exercice 18. On considére I’application linéaire f: Rg[z] — R3 .

P — (P(0),P(1),P(2)
L’application linéaire f est-elle un isomorphisme ? Si oui, déterminer f~!? On donnera deux méthodes : la
premiére sans utiliser la matrice de f dans les bases canoniques de Ra[z] et de R?, la deuxiéme en I'utilisant.

Exercice 19. Soient A = <(1) i’) e Ma(R)et f: Ma(R) — M2(R)
M — MA—-AM

1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique (E11, E12, E21, Fa2) de Ma(R).

3. Déterminer le rang de f, une base de Ker f et une base de Im f.

Exercice 20. Pour tout P € Rs[z], on pose p(P) : x — 3(x + 1)P(z) — (z + 1)2P'(x) € Rlx].
1. Montrer que : VP € R3[z], ¢(P) € Rs[z].

2. Montrer que ¢ : Rsfz] — Rg[z] est un endomorphisme.
P +—— 3(x+1)P(z) — (z+1)*P'(x)

3. Déterminer le rang de ¢, une base de Ker ¢ et une base de Im ¢.

Exercice 21. Soient n € N* et D: Ry,[z] — R,[z] .
P — P

1. Montrer que D est un endomorphisme de R,,[z].

2. On considére P'application I' : R,[z] — Ry [z] définie par T' = idg,, ) + D + D? + ...+ D". Montrer
que I' est un automorphisme de R,,[x] et déterminer son application réciproque.
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Exercice 22. On définit les fonctions fy, fi1 et fo sur R par
folx) =¢” fi(x) = xe® fo(z) = 22%€”

Soit F' le sous-espace vectoriel de C*°(R, R) engendré par fo, f1, fo.
1. Montrer que B = (fo, f1, f2) est une base de F.
2. Montrer que 'application D : f — f’ est un endomorphisme de F'.
3. Déterminer la matrice A de D dans la base B, puis calculer A™ pour n € N.
4

. En déduire la dérivée n-iéme de ¢ : x — (1+ 22+ 322)e®. Retrouver ce résultat par une autre méthode.

{RANG D’'UNE MATRICE]

111 1 2 3 4 (1) 1 le ?
Exercice 23. Déterminer lerang desmatrices A= |2 2 2|, B=[2 3 4 5|etC=
3 3 3 3 456 0 11
-3 2 -1 1
a b 2b
Exercice 24. Déterminer en fonction des réels a et b le rang de la matrice A= | 2a a 2a
3a b b
1 a a?
Exercice 25. A quelle(s) condition(s) la matrice [ 1 b 5% | est-elle inversible ?
1 ¢ ¢
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